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                      Handreichung zum Thema                   Hypothesentest

                                                                                                 HandreichungHypothesentestRS.doc        18.2.1998                                 von Richard Schuster
  An Hand einfacher Beispiele möchte ich kurz die wesentlichen Grundlagen und im Besonderen die zu erwartende Schülerleistung vorstellen.

  Da ich von einer gewissen Kontinuität in den Aufgabenstellungen der BOS ausgehe, orientieren  sich folgende Darstellungen stark an den an Berufsoberschulen bisher üblichen Aufgabenstellungen und Bearbeitungen.

1)   Alternativtest

  Der Betreiber einer Losbude behauptet, dass 90 % seiner Lose Gewinne enthalten ( gemeint ist meist „mindestens 90 % ).

          ( = { Treffer, Niete }

	          X(() =
	(
	1   für  (1 = Treffer

	
	
	0   für  (2 = Niete


  Ein frustrierter Kunde, der überwiegend Nieten gezogen hat, behauptet nun, dass wahrscheinlich nur (höchstens) 50 % der Lose Gewinne enthalten.

  Im Laufe der Auseinandersetzung mit dem Besitzer der Losbude vereinbaren beide einen Test. Selbstverständlich müssen vor Durchführung des Tests die Bedingungen für die Ablehnung der Behauptung des Budenbesitzers genau festgelegt werden.

           Behauptung des Budenbesitzers:                Behauptung des frustrierten Kunden:

            Nullhypothese                                           Alternative

            H0: P(Treffer) = 0,9                                  H1: P(Treffer) = 0,5

Beide vereinbaren, dass ein Test mit 10 Losen (Länge der Stichprobe  n = 10 ) durchgeführt werden soll. Das Ergebnis soll dann zeigen, welche Hypothese im Rahmen gewisser Toleranzen zutrifft. 

Der Ergebnisraum der Stichprobe hat folgende Gestalt:

   (Test = {(0,0,0,0,0,0,0,0,0,0); (1,0,0,0,0,0,0,0,0,0); ... (1,1,0,0,0,0,0,0,0,0); ...}

Die Testgröße Z  (oder T), auch Prüffunktion genannt, ist eine neue Zufallsgröße, welche die Anzahl der Treffer in der Stichprobe beschreibt.

Es gilt:  Z((((Test) =     0    für   ( =  (0,0,0,0,0,0,0,0,0,0)

                                        1    für   ( ( {(1,0,0,0,0,0,0,0,0,0); (0,1,0,0,0,0,0,0,0,0); ...}

                                        ....

                                       10   für   (  =  (1,1,1,1,1,1,1,1,1,1)

Die Zufallsgröße Z hat also die Wertemenge WZ = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} = [0;10]( .

Bezüglich H0 ist die Zufallsgröße Z ist binomial  verteilt nach B(10; 0,9).

    [ Zusätzlich gilt: Erwartungswert:          ( = E(Z) = 10 ( 0,9 = 9
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              Standardabweichung:                                                                     =  0,94868  ( ( 1 ) ]                           
Die Kontrahenten vereinbaren nun, dass beide die Nullhypothese H0 ablehnen, falls in der Stichprobe weniger als 8 Treffer enthalten sind.

Aufgabe: 

  Mit welcher Wahrscheinlichkeit wird man die Hypothese H0 auch dann ablehnen, wenn sie wahr ist, d.h. mit welcher Wahrscheinlichkeit wird jemand weniger als 8 Treffer ziehen, selbst wenn wirklich 90 % aller Lose Gewinne enthalten?

  In diesem Falle würde eine Hypothese abgelehnt obwohl sie wahr ist, man spricht in diesem Falle vom (-Fehler oder Fehler 1. Art (auch Irrtumswahrscheinlichkeit 1. Art). Üblicherweise wird man einen (-Fehler von höchstens 5 % gerade noch akzeptieren. 

Berechnung des (-Fehlers:

(erwartete Schülerleistung)

Länge der Stichprobe:  n = 10

Die Testgröße Z beschreibt die Anzahl der Treffer in der Stichprobe:  WZ = [0;10](
	H0:  p = 0,9
	H1:  p = 0,5

	                                                Alternativtest
	

	Annahmebereich von H0: Z ( [8;10]( = A
	Verwerfungsbereich von H0: Z ( [0;7]( = 
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(auch kritischer Bereich oder Nicht-Annahmebereich)

	Entscheidungsregel:   H0 wird abgelehnt,  falls 
	P(Z ( 7) > 0,05


  ( = P(Z ( 7) =  
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 =  0,07019  (  0,07 ,  entspricht 7 %

                                                                               [ aus Tabelle entnehmen]

d.h. selbst wenn die Hypothese  H0:  p = 0,9 stimmt, würde man bei einem Test der Länge 

n = 10 mit einer Wahrscheinlichkeit von 7 % weniger als 8 Gewinne (Treffer) ziehen und somit mit einer Wahrscheinlichkeit von 7 % H0 ablehnen, also die Alternative H1 akzeptieren. Auf einem 5 % -Niveau wäre also H0  nicht haltbar.

Die folgenden Bilder zeigen die Zusammenhänge.

Die folgende Tabelle entspricht den Darstellungen im Tabellenbuch für   n = 10.

Mit Pfeilen wird auf diejenige Trefferanzahl hingewiesen, bei der die Verteilungsfunktion die 5%-Grenze übersteigt. 
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In folgendem Bild sind die Trefferwahrscheinlichkeiten verschieden farbig dargestellt:

     Grün sind die Trefferwahrscheinlichkeiten im Annahmebereich von H0,

     Rot sind die Trefferwahrscheinlichkeiten im Ablehnungsbereich von H0.

Die blaue Treppenfunktion stellt die Verteilungsfunktion  F(n;p;k) dar, 

die waagrechte braune Linie deutet das 5%-Niveau an, dieses wird bei n = 7 überschritten. 
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Zusatz:    Berechnung des (-Fehlers

Wie sieht es aber mit der Alternative des Kunden aus?

    Selbst wenn die Hypothese H1 war wäre, also nur 50 % Treffer vorhanden wären, so könnten unter 10 Losen trotzdem mehr als 7 Gewinne vorkommen. In diesem Fall müsste der Kunde seine Hypothese H1 verwerfen und H0 akzeptieren. Dieses Risiko nennt man Risiko 2. Art, Irrtumswahrscheinlichkeit 2. Art oder (-Fehler.

   ( = P( Z > 7 ) = P( Z ( 8 ) =  1 - P(Z ( 7) 

                                            =  1 - 
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                                                                   (   Trefferwahrscheinlichkeit von H1

Der skeptische Kunde müsste also bei diesem Test seine Hypothese H1:  p = 0,5 mit einer Wahrscheinlichkeit von ca. 5,5 % ablehnen und die seiner Meinung nach falsche Hypothese H0 akzeptieren.
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In folgendem Bild sind die Trefferwahrscheinlichkeiten verschieden farbig dargestellt:

     Grün sind die Trefferwahrscheinlichkeiten im Annahmebereich von H0,

     Rot sind die Trefferwahrscheinlichkeiten im Ablehnungsbereich von H0.

Die blaue Treppenfunktion stellt die Verteilungsfunktion  1-F(n;p;k) dar, 

die waagrechte braune Linie deutet das 5%-Niveau an, dieses ist für n = 7 noch überschritten. 
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Zusammenfassung

	
	Z ( [8;10]( = A
	Z ( [0;7]( = 
[image: image11.wmf]A



	H0:  p = 0,9
	Entscheidung für H0

alles OK
	Entscheidung gegen H0, selbst wenn H0 wahr ist 

Fehler 1. Art oder (-Fehler

	H1:  p = 0,5
	Entscheidung für H0, auch  wenn H0 falsch ist

Fehler 2. Art oder (-Fehler
	Entscheidung für H1, 

alles OK


Merke:

Ein (-Fehler liegt vor, wenn die Hypothese H0 abgelehnt wird, obwohl sie wahr ist.

                                  (Richtiges wird abgelehnt)

Ein (-Fehler liegt vor, wenn die Hypothese H0 akzeptiert wird, obwohl sie falsch ist.

                                  (Falsches wird akzeptiert)

Da bei obigem Testverfahren der (-Fehler zu groß war, sollte der Nicht-Annahmebereich  verändert werden, d.h. in diesem Fall, dass der Kunde etwas großzügiger (kulanter) sein sollte.

 Veränderung der Bedingung: 

Die Kontrahenten vereinbaren, dass beide die Nullhypothese H0 ablehnen, falls in der Stichprobe weniger als 7 Treffer enthalten sind.

Länge der Stichprobe:  n = 10

Die Testgröße Z beschreibt die Anzahl der Treffer in der Stichprobe:  WZ = [0;10](
	H0:  p = 0,9
	H1:  p = 0,5

	                                                  Alternativtest
	

	Annahmebereich von H0: Z ( [7;10]( = A
	Verwerfungsbereich von H0: Z ( [0;6]( = 
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(auch kritischer Bereich oder Nicht-Annahmebereich)

	Entscheidungsregel:   H0 wird abgelehnt,  falls 
	P(Z ( 6) > 0,05


     ( = P(Z ( 6) =  
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  =  0,0128  (  0,013  , entspricht 1,3 %

    auf dem 5 %-Niveau könnte die Nullhypothese diesmal nicht abgelehnt werden.

Für den (-Fehler gilt analog:

          ( = P( Z > 6 ) = P( Z ( 7 ) =  1 - P(Z ( 6) 

                                                   = 1 -  
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                                                                          (
Merke:

     Strebt man einen möglichst kleinen (-Fehler an, so vergrößert sich automatisch

    der (-Fehler 

                            und umgekehrt.

Logischerweise soll aber immer das Risiko 1. Art, d.h. das Risiko 

    „Richtiges abzulehnen“ möglichst klein sein.

2)   Einseitiger Signifikanztest
  Der Betreiber einer Losbude behauptet, dass 90 % seiner Lose Gewinne enthalten ( gemeint ist hier meist „mindestens 90 %“ ).

          ( = { Treffer, Niete }

	          X(() =
	(
	1   für  (1 = Treffer

	
	
	0   für  (2 = Niete


  Ein frustrierter Kunde, der überwiegend Nieten gezogen hat, behauptet nun, dass wahrscheinlich nur höchstens 90 % der Lose Gewinne enthalten (er lehnt H0 also ab).

  Im Laufe der Auseinandersetzung mit dem Besitzer der Losbude vereinbaren beide einen Test. Selbstverständlich müssen vor Durchführung des Tests die Bedingungen für die Ablehnung der Behauptung des Budenbesitzers genau festgelegt werden.

Der Tester nimmt eine Stichprobe von 50 Losen.

            Behauptung des Budenbesitzers:              Behauptung des frustrierten Kunden:

            Nullhypothese                                           Alternative

            H0:   P(Treffer)  = 0,9                                H1:  P(Treffer) < 0,9

                 (gemeint ist   ( 0,9 )

Da in diesem Fall die zu H1 gehörige Wahrscheinlichkeit nicht genauer festgelegt ist, kann normalerweise kein (-Fehler berechnet werden.

Variante 1)

Berechnung des (-Fehlers (oder Signifikanzniveaus)

Länge der Stichprobe:  n = 50

Die Testgröße Z beschreibt die Anzahl der Treffer in der Stichprobe:  WZ = [0;50](
   [Zusätzlich gilt:  ( = E(Z) = 0,9 ( 50 = 45  ;   ( =  
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	H0:  p = 0,9
	H1:  p < 0,9

	                                                
	linksseitiger Test

	Annahmebereich von H0: Z ( [43;50]( = A
	Verwerfungsbereich von H0: Z ( [0;42]( = 
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	Entscheidungsregel: H0 wird abgelehnt, falls 
	P(Z ( 42) > 0,05


   ( = P(Z ( 42) = 
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  =  0,122  , entspricht 12,2 %

folglich kann die Hypothese H0 auf einem 5 %-Niveau nicht akzeptiert werden.

    Die Wahrscheinlichkeit  1 - (  wird Sicherheitswahrscheinlichkeit genannt.

    Bei obigem Test würde also die Nullhypothese nur mit einer Sicherheitswahrscheinlichkeit 

    von 87,8 % bestätigt werden.

Wie müsste man dagegen den Rückweisungspunkt c wählen, damit der (-Fehler kleiner 5 % bleibt?

Variante 2)

Berechnung des Rückweisungspunktes c:

Bestimme nun den Rückweisungspunkt c so, dass der (-Fehler kleiner 5 % bleibt.

Länge der Stichprobe:  n = 50

Die Testgröße Z beschreibt die Anzahl der Treffer in der Stichprobe:  WZ = [0;50](
   [Zusätzlich gilt:  ( = E(Z) = 0,9 ( 50 = 45  ;   ( =  
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	H0:  p = 0,9
	H1:  p < 0,9

	                                                
	linksseitiger Test

	Annahmebereich von H0: Z ( [c+1;50]( = A
	Verwerfungsbereich von H0: Z ( [0;c]( = 
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	Entscheidungsregel: H0 wird abgelehnt, falls 
	P(Z ( c ) > 0,05


      ( = P(Z ( c ) =  
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                  aus der Tabelle entnimmt man:    c = 40   

  Der Nicht-Annahmebereich auf einem 5 %-Niveau muss also wie folgt festgelegt werden:
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:    Z ( [0;40](
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Beachte:

Für c = 41 wäre die Verteilungsfunktion (blaue Treppe) bereits größer als 5%.

 Analog verfährt man bei rechtsseitigen Tests!

2)   Zweiseitiger Signifikanztest
  Ein Glücksrad wird überprüft. Der Betreiber des Spielsalons behauptet, dass man mit einer Wahrscheinlichkeit von 0,6 einen Gewinnsektor erhält. Ein Glücksrad ist dann falsch eingestellt, wenn es entweder zuviel oder aber zu wenig Gewinnsektoren anzeigt.

  Ein Prüfer führt nun 100 Spiele durch. Der Annahmebereich wird symmetrisch zum Erwartungswert angenommen.

Variante 1

Berechnung des (-Fehlers

Länge der Stichprobe:  n = 100

Die Testgröße Z beschreibt die Anzahl der Gewinnsektoren in der Stichprobe:  WZ = [0;100](
    [Zusätzlich gilt:  ( = E(Z) = 0,6 ( 100 = 60  ;   ( =  
[image: image25.wmf]60
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Als Annahmebereich wird ein zum Erwartungswert symmetrisches Intervall  A = [52;68] (    vereinbart.

	H0:  p = 0,6
	H1:  p ( 0,6

	                                                
	zweiseitiger Test

	Annahmebereich von H0: Z ( [52;68]( = A
	Verwerfungsbereich von H0: 

Z ( [0;51](([69;100] ( = 
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	Entscheidungsregel:   H0 wird abgelehnt,  falls 
	P(Z ( 
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        ( = P(Z ( 
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                                  =  0,0423 + 1 - 0,96015  =  0,0808  , entspricht 8 %

d.h. auch wenn das Glücksrad richtig eingestellt ist, würde es mit einer Wahrscheinlichkeit von 8% zu Unrecht beanstandet werden.

Variante 2

Berechnung der Rückweisungspunkte eines Nichtannahmebereiches 

  Bestimme nun die Rückweisungspunkte so, dass der (-Fehler maximal 5 % beträgt.

Länge der Stichprobe:  n = 100

Die Testgröße Z beschreibt die Anzahl der Gewinnsektoren in der Stichprobe:  WZ = [0;100](
   [Zusätzlich gilt:  ( = E(Z) = 0,6 ( 100 = 60  ;   ( =  
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	H0:  p = 0,6
	H1:  p ( 0,6

	                                                
	zweiseitiger Test

	Annahmebereich von H0: Z ( [a+1;b-1]( = A
	Verwerfungsbereich von H0: 

Z ( [0;a](([b;100] ( = 
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	Entscheidungsregel: H0 wird abgelehnt, falls 
	P(Z ( 
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     ( = P(Z ( 
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           Näherungsweise wird nun angenommen, dass auf beide Teilintervalle derselbe 

           Fehleranteil entfallen soll:

           i)    
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           ii)   
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  (  0,975    (   aus Tabelle:   b-1 =  69

                                                                                           b  = 70

         Auf dem 5 %-Niveau errechnet sich der Nicht-Annahmebereich also wie folgt:
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 = [0;49]( ([70;100](
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